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Matematyczna 1.2

Wyktad przeznaczony jest dla
studentéw I roku I stopnia
Inzynierii Biomedycznej na
Wydziale Podstawowych Problemodw
Techniki. Odbywa sie w $rody w
godz. 11:15 - 13:00 w sali 1.28 (C-
13).

Na stronie tej znajdziesz informacje
0 zasadach zaliczenia,
realizowanym materiale, literaturze
oraz liste zadan.

Obecnos¢ na wyktadzie jest
obowigzkowa, ale raczej nie bedzie
sprawdzana :--). Ale uwazajcie:
program kursu jest jest dos¢
obszerny. Musicie systematycznie
pracowac. Jesli opuscicie
jakichkolwiek zajecia, to musicie je
natychmiast samodzielnie nadrobic.

Zasady zaliczania kursu

Cwiczenia

Na ¢wiczeniach odbeda sie trzy 30 minutowe kolokwia. Na kazdym z nich dostaniecie do
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zrobienia 3 zadania. Za kazde z nich bedziecie mogli otrzymac do 5 punktéw. Za
aktywnos$¢ mozna uzyskac¢ dodatkowo do 15 punktéw. Ocena koricowa z ¢wiczen bedzie
wystawiana za pomocg nastepujacej tabelki:

Pkt.|0...14|15..20|21..26|27..32

33..39

40..45

46..60

C | 2.0 3.0 33 4.0

4.5

5.0

5.5

Cwiczenia do wyktadu prowadza: dr. K. Majcher, dr R. Ratowski, dr S. Zeberski oraz dr

hab. prof. J. Wtasak.

Egzamin

1. 1. Egzamin podstawowy: 28.01.2016, godz. 11:00 - 13:00, sala 322/A-1
2. Egzamin poprawkowy: 11.02.2016, godz. 11:00 - 13:00, sala 322/A-1

2. Osoby, ktére otrzymajgq z egzaminu ocene 5.0 beda mogty poprawic jg na ocene
5.5. W tym celu bedgq musiaty sie umowi¢ ze mng na kroétkie spotkanie.

3. Do egzminu poprawkowego przystapi¢ moga tylko te osoby, ktére z egzaminu w
pierwszym terminie otrzymaty ocene ndst.

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php
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Sposob oceniania i ocena koncowa

Na egzaminie dostaniecie do zrobienia 6 zadan. Za kazde z nich bedziecie mogli
otrzymac do 5 punktoéw. Ocena z egzaminu bedzie wystawiana za pomocg nastepujacej
tabelki:

Pkt.|0..7|8..10(11..15]16..20|21..25|26..30
E |2.0]| 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Na egzaminie mozecie korzystac ze swoich notatek. Nie wolno postugiwac sie internetem.
Zadania nalezy rozwigzywac samodzielnie: jesli zostaniecie ztapanie na $cigganiu, to
otrzymacie ocene ndst.

Przyktadowe zadania na egzamin: Przykiad.pdf.

Obowigzujacy materiat:

1. to co zostato omowione na wyktadzie

2. wszystko co znajduje sie na tej stronie

3. wszystko co byto omoéwione na srodowych dodatkowych zajeciach z matematyki.

Na egzamin prosze przyniesc kilka kartek papieru. Bedzie musieli zna¢ swoj numer
indeksu.
Powodzenia.

Wyniki pierwszego egzaminu

Egzamin poszedt wam bardzo dobrze!!! Oceny wpisatem do systemu w sobote 30.01.2016
okoto godziny 13:00. Zaledwie kilka oséb nie zaliczyto.

Aby otrzymacd ocene celujacg trzeba byto otrzymac ocene bdb (zgodnie z tabelka, ktéra
znajduje sie na tej stronie) oraz bez zadnych rachunkéw rozwigza¢ Zadanie 6 (oblicz catke
J” (2® + 1) sin(z)dz), gdyz wystarczyto zauwazy¢, ze funkcja f(z) = (2® + 1) sin(z) jest
nieparzysta, wiec dla dowolnego a mamy f_aa f(z)dz = 0.

Osoby, ktére nie majg wpisanej oceny do systemu Edukacja.CE muszg pojawi¢ na drugim
egzaminie w dniu 11.02.2016.

W poniedziatek 01.02.2016 umdwiony bytem z paroma osobami na ewentualne poprawienie
oceny z 5.0 na 5.5. Ale nikt sie nie pojawit. Tak na wszelki wypadek: ja urzeduje w pokoju
214B/D-1.

Na tej "poprawce" dostaniecie jedno nieco trudniejsze zadanie niz te, ktére byty na egzaminie
i bedziecie mieli 15 minut czasu na jego rozwigzanie.

Literatura

« Podstawowa

1. F. Leja, Rachunek Rézniczkowy i Catkowy, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2012

2. W. Krysicki, L. Wtodarski, Analiza Matematyczna w Zadaniach, Cz. I, PWN, Warszawa 2006
e Pomocnicza

1. K. Kuratowski, Rachunek Rézniczkowy i Catkowy. Funkcje Jednej Zmiennej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, 2012

2. G. M. Fichtenholz, Rachunek Rézniczkowy i Catkowy, T. I-II, PWN, Warszawa 2007

3. M. Zakrzewski, "Markowe Wyklady z Matematyki, analiza", wydanie I, Wroclaw 2013,
Oficyna Wydawnicza GiS

Lista zadan: Analizal_20015_1IB.pdf.
Przyktadowa lista zadan na pierwsze kolokwium: Analizal_20015_IB_K1.pdf

e Pytania do mnie zwigzane z kursem: QandA

Zagadnienia oméwione na wyktadzie
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[07-10-2015] Logika i zbiory

1. Spéjniki logiczne i pojecie tautologii.

2. Najwazniejsze tautologie
1. 0= p<p
2.pV —p, ~(p A —p)
3.(pVa) < (aVp), (pAq) < (a/AD)
4. (p—q) « (-pVa
5 (pVq) < (—-pA—q), 7(pAgq) < (—pV —q) [prawa de Morgana]

3. Zasada Ekstensjonalnosci: Zbiory A i B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego x mamy (z € A <> = € B).

.Def. (x € AUB) +» ((x € A) V (z € B))
.Def. (x € ANB) + ((x € A) A (z € B))
.Def. (z € A\ B) + ((z € A) A ~(z € B))
. Def. Dla A C Q okred$lamy A° = Q\ A

0 N o u »A

. Podstawowe prawa:
1. AUB=BUA,ANB=BnA
2. (AUB)¢ = AN B¢, (AN B)¢ = A°U B° [prawa de Morgana]

9. Formuta zdaniowa o dziedzinie €2: przyporzadkowanie ¢ elementom zbioru 2
wartosci logicznych

10. Przektad: {z e R: (0 < z) A (z < 1)} = (0,1]

Materiaty pomocnicze: rozdziaty I, II z ksigzki Wyktady ze Wstepu do Matematyki

[14-10-2015] Liczby rzeczywiste

1. Kwantyfikatory: jesli ¢ jest formutg zdaniowa o dziedzinie €2, to
1. (Vz)¢p(x) = dla wszystkich z € Q mamy ¢(z) = (1),
2. (Jz)¢(z) = istnieje x € Q takie, ze ¢(z) = (1).
2. Wzory: (z +9)? = 22 + 2zy + 92, (z +y)(z — y) = 22 — o2,
(z +y)® = 2% + 3z%y + 3zy? + ¢3.

n!

3. Symbol Newtona: (};) = STreE

4. Wzér dwumianowy Newona:

6. Trojkat Pascala.
7. Funkcja kwadratowa: f(z) = az® + bz + c; wyréznik A = b? — 4ac.

8. Nieréwnos¢ Cauchy'ego:

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php 314
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Pojecie ograniczenia dolnego i gérnego podzbioru liczb rzeczywistych.
Def. a = sup(A) jesli (Vz € A)(z < a) oraz (VB < a)(Fz € A)(B < ).

Zasada zupetnosci: Kazdy niepusty i ograniczony z gory podzbior liczb
rzeczywistych ma supremum.

. Tw. Zbior liczb naturalnych N nie jest ograniczony z gory.

Materiaty pomocnicze: rozdziat III z ksigzki Wyktady ze Wstepu do Matematyki

[21-
1.
2.

10-2015] Ciagi
Nieréwno$¢ trojkata: |z + y| < |z| + |y|.

Nieréwnos¢ Bernouliego: jesli z > —1 to dla dowolnego n € N mamy
(1+2)" > 1+ nz.

3. Pojecie ciqgu rosngcego, niemalejacego, malejacego i nierosnacego.

10.

11.
12.
13.

. Metody sprawdzania monotonicznoséci ciagu (a,): (1) zbadaj a,+1 — an; (2) zbadaj

An i1
ap °

. Definicja (granica ciggu):

(lim a, = g) = (Ve > 0)(AN)(Vn > N)(|a, — q|

n—oo

. Fakt: lim,, ..,c=rc
. Tw. lim,, oo % =0

. Tw. Jesli ciagi (a,,) oraz (by,) sa zbiezne, to

1. lim, .o (a, +b,) = lim, .o a, + lim, .. b,

2. lim, . (ay - b,) = (lim, ;o0 ay) - (limy, .o by,)

AT . Qn, limy, ;00 Gn
3. jesli lim,, ,,, b, # 0, to lim,, ,, T T b
, L
.12 nh+1 n2 . _ 1
Przyktad: lim,,_, i lim, yoo — =...= 3"

Tw. Jesli lim,, ., a, = @ oraz lim,, ,,, b, = B to a = B.
Tw. Jedli lim,, , a, = g oraz (b,) jest podciagiem ciagu (a;) to lim, . b, = g.

Przyktad: ciag a, = (—1)" nie jest zbiezny, gdyz lim,,_, ag, = 1 oraz
lim, o a2p41 = —1.

[28-10-2015] Ciagi: Il

1.

Definicja:

(lim a, = o0) = (VC)(AN)(Vn > N)(a, > C)

n—oo

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php
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(lim a, = —o0) = (VC)(AN)(Vn > N)(a, < C)

n—0o0

3. Fakt: lim,,_,oo m = 00, lim,,_,o, 1?2 = 00

4. Fakt: Jesli (lim, o a, = 00) oraz (Vn)(a, < b,), to (lim, s b, = 00)

5. [Reguty postepowania z nieskoriczonosciami]
= 0000 =00
= Jedlia>0,toa-00 =00
s 2 =90
oo
= o0 - 0 nie jest okreslone
= 00 — 00 nie jest okreslone

= > nie jest okreslone

6. Przyktad:
n+1 142 hmnﬁoo(l—l—i) 1
= lim = = = 0
o2 +2 oy 2 fim, (nt 2) 09
7. Przyktad:
on?+1 ) n+% limnﬁoo(n—f—%) 00
lim = lim — = 2= —
n—oo 1+ 2 nooo 34 1 lim, 00 (1 + 2) 1

8. Tw. lim;,, \"/ﬁ =1

9. Tw. Jesli ciag (a.) jest niemalejacy i ograniczony to jest zbiezny.

10. Twierdzenie o trzech ciagach Jedli (Vn)(a, < b,

< ¢p) oraz

-
i +
\. » .
“, R
", > — . -
\\m 1 A — ! MRS :___-:—__‘_ 4+ ——+»—2
-— = __.__.;_.::_:::—.— —a— -5—:-1_.._—.— 1]
e
/.’
a7
/
/
/

—Jlﬁ
11. Przyktad: lim, .00 /5" +3" =5
12. Tw.

00 qg>1
n —
Jim g =9 0 g < 1
rozbiezny qg<—1
[28-10-2015] Ciagi: llI
1. Przyktad: lim, Sinrgn) =0

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php
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2. Przykfad: limy 7 ﬁﬁ =1
- n

_ n+l
3.Tw: Jedlig#1tol+q+q®>+... +q" = 1lzq*
: 1
4. Przyktad: lim,, ' = =2
5. Tw.

oo : a>0
Ilmn*=<{{1 : a=0
n—oo

0 : a<0

6. Tw. Ciag a, = (1 + %)" jest rosnacy i ograniczonyz goéry przez liczbe 3
7. Def.

e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369 . . .
9. Tw. (Va)(limy (1 + £)" =€)

Granica funkgji

Niech f: A — R oraz xy € R. Mowimy,
ze lim,_,,, f(x) = g, jesli dla dowolnego
ciagu (a,) takiego, ze

1. (Vn)(a, € A)
2. (Vn)(a, # xg)

3. lim,, a,, = x

mamy

lim f(a’n) —9g-

n—o0

Przyktad: lim,_,; % = 2.

[28-10-2015] Ciagtos¢
1. Def. Funkcja f jest ciagta w punkcie a jesli lim, ., f(z) = a.
2. Def. Funkcja f: A — R jest ciagta jesli jest ciagta w kazdym punkcie zbioru A.
3. Przyktad: Funkcje f(z) = z i g(z) = c sa ciagte.
http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php 6/14
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4. Tw: :lim, . (f(z) + g(z)) = lim,_,, f(z) + lim,_,, g(z).

5. Tw: :lim, ,(f(2) - g(z)) = lim, 4 f(z) - lim, 4 g(2).
(z) lim,_,, f(z)

6. Tw: :lim, ., (z) = lim, ., g()

~

, oile lim, ,, g(x) # 0.

)

7. Wniosek: Jesli funkcje fi g sa ciagte, to f+g, f-gi 5 sq ciggte.

8. Wniosek: Wszystkie wielomiany sa ciggte.

9. Wniosek: Wszystkie funkcje wymierne sa ciagte.

10. Tw (Wtasno$¢ Darboux fukgji ciagtej). Jesli f : [a,b] — R jest ciagta, f(a) < 0 oraz

f(b) > 0 to istnieje ¢ € (a, b) takie, ze f(c) =0

11. Def. lim, ,,+ f(z) = g jest dla dowolnego ciagu (a,) takiego, ze (Vn)(a, > a)

oraz lim, a,, = @ mamy lim, f(a,) = g.

il un \l\ \ 1

il

L Hlﬂl UU m Ml

{m

!

[18-11-2015] Wykresy funkgji

1. Tw. lim, . f(z) = limy o f(z + h).
2. Przyktad: f(z) = —

A to jest jeden z wykreséw, ktéry macie do wygenerowania (lista zadan):

1—=22
i 1 '
v H
v :
b :
A B
'\ /
LN 2 A
. : : .
— -Ih 1 '_f_,f———:"
S L
\ : -2 ' /
E : a"
\ v
1 i —4L 1
| 1 ) : {
I| ! v
(I :||

3. Def: Funkcja f : (a,b) — R jest rosnaca na odcinku (a, b) jesli dla dowolnych z,y

takich, ze a < z < y < b mamy f(z) < f(y).

4. Def: Funkcja f : (a,b) — R jest malejaca na odcinku (a, b) jesli dla dowolnych

z,y takich, ze a < z < y < b mamy f(z) > f(y).

5. Def: Funkcja f : R — R ma lokalne minimum w punkcie a jesli istnieje € > 0
takie, ze dla dowolnego x takiego, ze 0 < |z — a| < e mamy f(z) > f(a).

6. Def: Funkcja f : R — R ma lokalne maksimium w punkcie a jesli istnieje € > 0
takie, ze dla dowolnego x takiego, ze 0 < |z — a| < e mamy f(z) < f(a).

7. Przyktad: f(%) = #(2_2)

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php

7114



23.08.2016 JCI-Analiza matematyczna 1

10

-6 -4 -2

-5}

~-10F

Funkcja ta ma asymptote poziomg o réwnaniu y = 1 oraz asymptoty pionowe w
punktach x = 1 oraz x = 2.

8. Przykfad: f(z) = sin(z) sin(400z) dla z € [0, 1.17]
1o

0.5

-loF

9. Przykfad: f(z) = sin(+)

Funkcja ta ma nieciggto$¢ nieusuwalng w punkcie x = 0.

10. Funkcja zadana wzorem

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php 8/14



23.08.2016

JCI-Analiza matematyczna 1
1 ze€Q
f(z) = {0 . zeR\Q

jest nieciggta w kazdym punkcie.

[25-11-2015] Ciagtos¢ i rézniczkowanie

1.

A U1 A W N

11

15.

CTw. (2%) = ax
12.
13.
14.

Tw.Jesdli f jest ciagta w punkcie a oraz g jest ciagta w punkcie f(a), to ztozenie
g o f jest ciagte w punkcie a.

. Wniosek: ztozenie funkcji ciggtych jest ciggte.
. Pojecie funkcji odwrotnej.

. Jedli f : [a,b] — R jest ciagta i réznowartosciowa, to funkcja f ! tez jest ciagta

. Przykfad: Funkcja f(z) = vz? + 1 jest ciagta.
. Tw. [Weierstrass] Jesli F': [a,b] — R jest ciagta, to istnieje =g € [a, b] taki, ze

(Vz € [a,b])(f(z) < f(z0)).

. Pochodna:

. Interpretacja: aplet
10.

Przyktady: (c) =0, (z)' = 1, (?) = 2z, (z")' = nz"*
a—1

. (a- f) = of

™w. (f+9)=f+4¢

Przyktad: Jesli s(t) oznacza odlegtoé¢ w czasie t, to s'(t) interpretujemy jako
predkoé¢ w chwili t, oraz s”(t) jako przyépieszenie w chwili t.

Przyktad - cd: Jedli s(t) = 5gt* + vot + so, to §'(t) = gt + vo oraz s”(t) = g (jest
to ruch jednostajnie przyspieszony).

[02-12-2015] Pochodne

1.

Tw.Jesdli f jest rozniczkowalna w punkcie A to jest ciagta w punkcie a

rozniczkowalnos¢ — ciggtosc

. Przyktad: Funkcja f(x) = |z| jest ciagta w kazdym punkcie, ale nie jest

rézniczkowalna w punkcie 0.

-Tw. (f - 9)'(z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(x)
7\ _ f(=)g(z)—f(z)g'(x)
. (5) (@) = 220
. Tw. Jesli f ma ekstremum lokalne w punkcie ¢ oraz jest rézniczkowala w punkcie c,
to f'(c) = 0
. Tw. Jesli f : [a,b] — R jest ciagta, f(a) = f(b) = 0 oraz jest rézniczkowalna na

(a, b) to istnieje ¢ € (a,b)| takie, ze f'(c) = 0.

. Jesli f : [a,b] — R jest ciagta oraz jest rdzniczkowalna na (a, b) to istnieje takie

c € (a,b)], ze

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php
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10. Wniosek: Jesli (Vz € (a,b))(f'(x) > 0), to f jest rosnaca na odcinku (a, b)
11. Wniosek: Jesli (Vz € (a,b))(f'(z) < 0), to f jest malejaca na odcinku (a, b)

12. Przyktad. Niech f(z) = ax? + bx + cia > 0. Wtedy f'(z) = 2az + b, wiec
f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = ;—; W tym punkcie funkcja f osiaga

minimum.
13. Przyktad. f(z) = 223 — 122 + 1. Wtedy f'(z) = 22 — z = z(z — 1).
3 D
a8 —00 0 1 00
5
fl@) | —oo| /A1 N\ | 5| ]|
f'(z) X + |0 — | 0| + | %
il
15}
L @ 1 P
I 6
—
S
LE]S
-1 { p
14. Wykres fUniji f(.’L') = WZM
0 r .
| : . |II
[ |
|t |
22247 5
5 ) h -1 - ) : 2 ’
Ll J2 a2y
-
_1olL .II

15. Link: Badanie wykresu funkcji. Zapoznajcie sie dobrze z umieszcznym tam

apletem. Na nastepnym kolokwium bedzie zadanie polegajace na zbadaniu

. . 2 . . . b-z’+a-z+1 .
przebiegu zmiennosci funkcji zadanej wzorem postaci f(:z:) = %, a wiec

takiej, ktérej analiza przestawiona jest na tamtej stronie.

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Analiza01.php 10/14
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[09-12-2015] Pochodne

. Rdwnanie stycznej do funkcji f w punkcie a: y = f'(a)(z — a) + f(a)

. Rozwazania o paraboloidzie

. (fog)(z) = f'(9(2)) - ¢'(z) -
. Wniosek: f'(az +b) = af'(az +b)

. Przyktady: (1/(1+ %)) = \/117, (22 + 1)1 =100(1 + %)% -2 2, ...

un A LW N

CTw. (e*) =€
. Przebieg zmiennosci funkgcji f(z) = ze™®

. Tw. (Bez dowodu) (sin’(z) = cos(z), cos’(z) = — sin(z).
1 r 1

T (F7(=)) = 7y

10. Oznaczenie: In(z) = log,(z)

11. Tw. (In(z))’ = <.

T

O 0 N O

[16-12-2015] Pochodne - c.d.

1. Tw. arcsin’(z) =

1—z?
2. Tw. arctan’(z) = 1+1x2
3. Tw. Jedli (Vz € (a,b))(f'(x) = 0), to istnieje stata C taka, ze
(Vz € (a,0))(f(z) = C)

4. Tw. Jesli (Vz € (a,b))(f'(z) = ¢'(z)), to istnieje stata C taka, ze

,0))(
(Vz € (a,0))(f(z) = g(z) + )
Catka

1. Definicja: Jesli (Vz € [a, b])(f(z) > 0), to catkg oznaczong z funkcji f na
przedziale [a, b] nazywamy pole powierzchni obszaru

{(z,y) eR?*:a<z<bA0<y< f(z)}.

b
Powierzchnie te oznaczamy symbolem fa f(t) dt

3. Zasadnicze Twierdzenie Rachunku Rézniczkowego i Catkowego: Jesli
f jest funkcja ciagta, to dla kazdego & mamy

5. Tw. Zatozmy, ze F'(z) = f(z). Wredy [ f(t) dt = F(b) — F(a).

6. Przyktad: fol 22 dx = %

Prezent Swiateczny

Oto prezent Sigteczny, ktéry otrzymatem od Pani Katarzyny Fojcik:
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> Widok Algebry = X | » Widok Grafiki X
Funkeja A

® a(x) = f\‘\"\x\ﬂl.aﬁfx?ﬁ 71";\ cos? (101
® clx) = \‘—‘(2 x)} +1.5) m?(mt;ox) -1

® d(9) = (—(=2x)} + 1.5) cos® (1000x) - 1
@ e(x) = (—1.23x} +1.5) cos? (1000 x) — 2.
© 1) = — (14 (1-x3)! ~ 1) cost (1000«

® £(x) = (—1.23 (—x)! +1.5) cos? (1000 x)

@ h(x) = — (10.75¢] + (2.25—x)* —1) cos
® i) = (=t +1) cos?(1000x) (0<x<

® i) = \—(7x)¥+1) cos? (1000 x)  (—1+
Odcinek

a, =034

b=0.39

LA =05

4,041

e,=032

Pigciokat
i@ wielokat1 = 0.26
Punkt

Catka - 1l
1.Jedlia<b<cto [ f(z)dz = fab f(z)dz + [ f(z)dx .
2. fab f(z)dz = — [* f(z)dzx

3. Definicja: Funkcja F jest funkcja pierwotna funkcji f na odcinku (a, b) jesli dla
kazdego = € (a,b) mamyF'(z) = f(z).

4. Tw. Jesdli F jest funkcja pierwotna funkcji f to

b
/ )z = [F@). (= F(b) — F(a)).

5. Def. Catka nieoznaczona fukcji f nazywamy rodzine ff(w)da: wszystkich funkcji
pierwotnych funkcji f

6. w. [(af(z) + Bg(z))dz = a [ f(z)dz + B [ g(z)d=.
7. Lista podstawowych catek nieoznaczonych:

o jedlia# —1to [z%dz = ﬁm‘”l +C

o [Ldz =In(|z])+C

o [e®dz=e"+C

o [sin(z)dz = — cos(z) + C

o [cos(z)dz = sin(z) + C

o [—=dz = arcsin(z) + C

Vi1-—z?
o f lez dx = arctan(z) + C
8. Catkowanie przez czesci: [ f'gde = f-g— [ fg'dx
9. Przyktad:

/wezdw = /w(e“’)'dw = ze” — /w'ezdw = ze® — /e””d:c =ze® —e*+C=(z—1)e*+C

10. Catkowanie przez podstawienie: YouTube, YouTube from MIT

11. Przykfad: chcemy obliczy¢ [sin(2z + 1)dz. Stosujemy podstawienie u = 2z + 1.
Mamy % = 2, co odczytujemy jako du = 2dz, czyli dx = %du. Zatem

/sin(2sc + 1)dz = /sin(u)%du = %/sin(u)du = % - (—cos(u))+C = —%cos(2m +1)+C
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[13.01.2016] Catka - I
1. fOR VR?2 —x2dx =...= %ﬂ'R2 .

2. Wniosek: koto o promieniu R ma pole mR2.

dz. -

3. Rozktad na utamki proste: chcemy obliczy¢ catke ff 1(314)

i i 7 1 _ A, B
1. Szukamy takie A i B, ze o) = + 375
2. Po kilku krokach stwierdzamy, ze takimi liczbamisg A = B = —

3. Liczymy

2 2
1 1.1 1 1/1 1
- dz= de= [ =(=— dz = ...
/1 z(3 —x) * /1 3(x+3—m v /1 3(.7: a:—l) *

4. Mamy funkcje ciagta f na odcinku [a, b]. Ustalamy n. Rozbijamy [a,b] na n
odcinkéw dtugosci (b — a)/n): definiujemy = = a + (b — a)%.

1. Definiujemy sume dolna: sn(f;a,b) = >~ 11nf{f( iz <z < mk+1}b;na

2. Definiujemy sume gérna: Sn(f;a,b) = > 7~ 1sup{f( )iz <z < $k+1}b77a

3. Tw (bez dowodu): lim, . s, (f,a,b) = 111117Hoo Sn(f,a,b)

4. Granice lim,, ., s,(f, a,b) nazywamy catka oznaczona funkcji f na przedziale [a, b]

5. Przykfad: dla funkcji f(z) =  mamy

n—1
k1 1 (n—1n
1) —— 1+... —-1))= -7
(£ 0D =Y 20 = SO+ 14+ 1) = T
wiec lim,, o0 8,(f,0,1) = ... = %

6. Tw. Jesli f(z) > 0 dla z € [a, b] to objetos¢ bryty
{(z,y,2) € R®: \/y2 + 22 < f(z)} wyraza sie wzorem 7Tfab f?(z)dz.

7. Objetosc¢ kuli:
R 2
71'/ (x/Rz—m2) dJ,’:ﬂ'/
R _

8. Objetosc¢ stozka:

[20.01.2016] Catka - IV
1. Wz6r na dtugos¢ tuku: L = fab V1+(f'(z))de

2. Liczmy dtugos¢ krzywej zadanej wzorem y = z2dlaz € [0, 1]:
1 2
1. L= [y v/1+ (22)%dz = § [ V1+t2dt
2. Teraz sie bierzymy za wyliczenie catki f\/ 1+ z2dx
3. Stosujemy podstawienie Eulera; V1+ 22 =t —2

4. Po kilkunastu krokach otrzymujemy
JV1+aide = %(:c\/l + 22 + In(|z + V1 + 22]))

5. Po podstawieniu przymujemy L = g aF ilog (2 4+ \/5) ~ 1.47894

3. Wzér na powierzchnie bryty obrotowej: P = 27 fab f(@)y/1+ (f'(z))%dz
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. Przyktady catek, ktére nie wyrazajq sie przez funkcje elementarne: f

JCI-Analiza matematyczna 1

2

. Powierzchnia kuli o promieniu R: 27 f_RR VR2 — 22, /1+ s —de = ... = 4wR%.

sin(z)

dz,

[ ngc) dz, fe"”2d:c.

6. Catkowanie numeryczne

7. Funkcja, ktéra nie jest catkowalna w sensie Riemana:

=15 125q -

Funkcja ta jest catkowalna w sensie Lebesque'a.

[27.01.2016] Ostatni wykfad

Ostatni wyktad bedziecie mieli z prof. Michatem Morayne. Dowiecie sie na nim o bardzo
pozytecznej regule d'Hospitala (bardzo utatwiajacej liczenie granic) oraz o zastosowaniu
drugich pochodnych do badania funkcji.
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